Gabarito da prova aberta da UFMG / 2010.

QUESTAO 01

Considere aregido R do plano cartesiano dada por
1 2
Rz(x,y)‘ogfxgyg 5— x _
3

Considerando essas informagdes,

1. DETERMINE as coordenadas do ponto P € R que possui a maior abscissa.

Se0< %x entdo x > 0, assim, sé interessam pontos do 1° e 4° quadrantes.

. L1 . : - 1 .
A inequagdo — x <y e um semiplano definido pela reta — x =y, que é uma reta

V3 NE]
crescente que passa pela origem e faz um angulo de 30° com o eixo X. Sabemos que 0
angulo é de 30° pois a inclinagdo da reta — que é a tangente desse angulo — é % = g

O semiplano em questdo é o superior.

A inequacdo y < v/5—x? , como y também é positivo, pode ser escrita como x* + y* < 5,
que representa o interior de uma circunferéncia de centro na origem e raio /5.

Assim, a regido R é:

—

]

O ponto P de maior abscissa esta representado. Ele € uma das intersecdes da

. A . . 1 .
circunferéncia de equacdo x* + y* = 5 com a reta — x = y. Resolvendo o sistema

3
composto por essas duas equacdes e sabendo que X é positivo, determinamos que as
coordenadas de P séo (@?] .



2. CALCULE a areadaregido R.

R € uma setor circular de angulo central 60° e raio r = \5.

Assim, adreade R é %n(\/g)z :% u.a.

QUESTAO 02

Inicialmente, isto €, quando t = 0, um corpo, a temperatura de T,°C, & deixado para esfriar num
ambiente cuja temperatura é mantida constante e iguala T_°C.

Considere 7,> T, .

Suponha que, apés t horas, a temperatura T do corpo satisfaz a esta Lei de Resfriamento de
Newton:

T=T +c5",

emque ¢ & k e sdo constantes positivas.

Suponha, ainda, que:
+ atemperatura inicialé T, =150°C ;
+ atemperatura ambienteé T,=25°C ;e

+ atemperatura do corpo apés 1horaé T7,=30°C.

Considerando essas informacdes,

1. CALCULE os valores das constantes ¢ e k.
Foi dado que T =25 + ¢ 5. Como em t = 0 temos T = 150, podemos dizer que
150 =25+c 5’ = c =125
Além disso, foi dado que em t =1 temos T = 30, logo
30=25+c5%>»30=25+125.5% > k=2

2. DETERMINE o instante em que a temperatura do corpo atinge 26 °C .
Como vimos no anterior, temos que T = 25 + 125 . 5%, Logo, para T = 26 temos

26=25+125.5% = t=3/2=>t=15 horas ou t = 1 hora e 30 minutos.



3. Utilizando a aproximacdo Jog,, 2=0,3, DETERMINE o instante em que a temperatura do
corpo atinge 75 °C .

Como T =25+ 125 .52 Logo, para T = 75 temos
-2t -2t 2
75=25+125.5“=>5 :g.

Como foi dado que log 2 = 0,3, temos que log 5 = 1og(10/2) =log 10-log2=1-0,3 =
0,7.

Assim, usando que log 2=0,3 e log 5 = 0,7, temos

52-2 3 IogS'Z‘:Iogg >i=2
5 5 7

QUESTAO 03

Nesta figura, o tridangulo ABC é retangulo em B, C=60°, CE=CD=FA=x e BC =1:

60°

Considerando essas informacées,

1. EXPRESSE a area do triangulo CED em funcgéo de x .

O triangulo CED é isosceles (pois CE = ED = x) com angulo do vértice medindo 60°.
Logo, os angulos da base também medem 60° e, de fato, o triangulo CED ¢é equilatero

x*+/3

4

de lado medindo x. Logo, sua area é



2. EXPRESSE a area do triangulo EBF em funcao de x .

Como o triangulo ABC € retangulo em B, temos que cos 60°=BC/ AC = AC = 2.
Pelo teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo ABC temos que AB = V3.

Assim,EB=1-xeBF = 4/3 - x. Logo, a area do triangulo retangulo EBF €

(L-x)3-x)
> .

3. CALCULE o valor de x tal que a soma das areas dos tridngulos CED e EBF seja igual a area
do quadrilatero EFAD.

Como a soma das areas dos triangulos é igual a area do quadrilatero, temos que a soma
das areas dos triangulos € a metade da area do triangulo ABC.

x24/3

Area do triangulo CED =

Avrea do triangulo EBF =

=

U
M

>

Area do triangulo ABC = % = ? :
2 —_— —
Logo,Xf+(1 x)(;/g XL%.% > x=1oux=243 -3.

Como BC =1 e x = EC é claramente menor que 1. Logo, X = 1 ndo interessa.
Assim, X = 24/3 - 3.
QUESTAO 04

No plano cartesiano, o ponto A = (1, 11) & vértice do quadrado ABCD, cuja diagonal BD esta

1
sobre a reta de equacgéo y = 5 X+3 .

Considerando essas informacées,

1. DETERMINE as coordenadas do centro M do quadrado ABCD .

Como as diagonais de um quadrado sdo perpendiculares entre si, M é o pé da
perpendicular aretay =x/2 + 3 que passa por A.

Como o produto dos coeficientes angulares de duas retas perpendiculares é -1, temos
que a outra diagonal é uma reta cuja equacdo é do tipo y =-2x + b. Como o ponto
A(1,11) esté nessa reta, temos 11 =-2 + b = b = 13.



Assim, a outra diagonal esta na reta y = -2x + 13. Como M é o ponto de intersecado

, . ) y=x/2+3 i
dessas duas retas, M € a solucdo do sistema . Assim, M = (4,5)
y =-2x+13

2. DETERMINE as coordenadas do vértice C .

Como M € o ponto medio do segmento AC (as diagonais de um quadrado se cortam em
seus respectivos pontos médios) temos:

XM :ijc =7.
2
Yaty
Ym :ATCD ye =-1.

Logo, as coordenadas de C séo (7,-1)

3. DETERMINE as coordenadas dos vérticesB e D .

A distancia de A até M & /(1—4)% + (11-5)2 = /45,
Como as diagonais do quadrado sdo congruentes, essa tambem € a distancia de B ou D
até M.

Assim, B e D sdo pontos na reta 'y = x/2 + 3 que distam 45 de M(4,5). Assim, as
coordenadas de B e D sdo as solugdes do sistema

y=x/2+3
(x=4)* +(y-5)° =45

Logo, as coordenadas de B e D séo (10,8) e (-2,2)

QUESTAO 05

Um bloco de madeira retangular e sélido mede 30 ¢m de largura, 20 cm de comprimento e 10 cm
de altura e o seu exterior foi colorido de azul.

Por meio de cortes paralelos a cada uma de suas faces, esse bloco € inteiramente dividido em cubos
de 1 cm de aresta, que séo colocados dentro de uma urna.

Considerando essas informacbes,

1. DETERMINE a guantidade de cubos que resultou da divisdo desse bloco de madeira.

Como os lados medem 10, 20 e 30, teremos 10 . 20 . 30 = 6000 cubos.



2. CALCULE a probabilidade de uma pessoa retirar da urna, que contém todos os cubos em que
o bloco foi dividido, um cubo com, exatamente, duas faces azuis.

Um cubo com exatamente 2 faces azuis estd ao longo de uma aresta, sem ser um vértice
do bloco de madeira.

Temos, portanto, 28 . 4 + 18 . 4 + 8 . 4 = 216 cubos com exatamente 2 faces azuis.

Assim, a probabilidade de um deles ser retirado da urna é 216 = 9
6000 250

3. CALCULE a probabilidade de uma pessoa retirar um cubo da urna, que contém todos 0s cubos
em gue o bloco foi dividido, lan¢a-lo sobre uma mesa e obter a face superior azul.

Um cubo possui as trés faces azuis se estiver em um dos vértices do bloco de madeira,
ou seja, ha apenas 8 blocos com as trés faces azuis.

No anterior, verificamos que ha 216 cubos com exatamente 2 faces azuis.

Um cubo com uma face azul esta no meio de uma face do bloco de madeira, logo ha
18.28.2 + 8.18.2 + 28.8.2 = 1744 blocos com uma face azul.

Temos agora que tirar um cubo da urna e lanca-lo sobre uma mesa, obtendo face azul.
Para conseguir isso devemos:

Tirar um cubo obter tirar um cubo obter tirar um cubo  obter
com 3 faces e face OU com2faces e face OU com1lface e face
azuis azul azuis azul azul azul

8 §+ 216 g+1744 11
6000 6 6000 6 6000 6 180




QUESTAO 06

Considere uma fung@o f(x) crescente, positiva e definida no intervalo [0,1].

A soma parcial inferior de ordem n de fix), representada por S, (f) , & definida por:

a4 oy oy s R
S, (=" f«flLlog Zlof 2o ffn] ']
n l\n.f' I\n 4 I\n 4 l\ nJ

Essa soma & uma aproximacéo para o valor da area da regido do plano cartesiano que se situa abaixo
do grafico da fungo fix), acima doeixo x e entre as retas de equagbes x=0 e x=1.

A interpretacio geométrica de S (f) para a funcdo f(x)=2" & a drea da regifo sombreada
representada nesta figura:

F Y
¥
f=2"
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Considerando essas informacgoes,

1. DEMONSTRE gue a soma parcial inferior de ordem n dafungdo f(x)=2" ¢éexpressa,

2 3 4 =1
também, por S, (f)= Ter=r=r=r===r" . pETERMINE o valor de r
n

S(f) = %[20 +2M 4 22Im 4 23 +...+2‘”‘1)’"] =
o R A0 T

_ |1+21/n +(21/n)2 +(2un)3+._.+(21/n)n—1|
n

21/n

Assim, fazendo r = 2™, temos o resultado pedido.

2. Utilizando a aproximacao 2 =(1.007)"" CALCULE a soma parcial inferior de ordem 100 da
funcdo f(x)=2" e ESCREVA o resultado com aproximacio de duas casas decimais.

Como 2 ~ 1,007*%, temos que 2% ~ 1,007.

A soma parcial inferior de ordem 100 de f(x) = 2* é



2 99
Sloo(f) — 1+r+ rlo-g o r COM [ = 21/100.

Como o numerador é uma PG de primeiro termo 1 e razao r, temos

100 1/100 YOO _
Sunlf= =t L mor Lot 28 1 10 pogs7.
100 r-1 100 2 -1 100 1,007-1 0,7 7

Assim, com 2 casas decimais, o valor correto é aproximadamente 1,43.



COMENTARIOS

Questdo 1

Boa combinacdo de trés conceitos fundamentais do programa: geometria analitica,
funcdo do 1° grau e desigualdades no plano. No item 1 a visualizacdo era importante e 0
item 2 era muito elementar, desde que o aluno interpretasse corretamente a questéo.

Questdo 2

Questdo altamente previsivel, principalmente pelo fato de que, na 12 etapa, ndo ocorreu
questdo que abordasse exponenciais e logaritmos. Desenvolvimento simples e tranquilo.

Questdo 3

O item 1 foi extremamente elementar. O Unico segredo era reconhecer que o triangulo
ECD era equilatero.

No item 2, como de praxe, aparece uma aplicacdo do velho teorema de Pitagoras.

No item 3 a Unica dificuldade foi o desenvolvimento das operagdes com radicais.

Questéo 4

Questdo esperada na abordagem da geometria analitica, ou seja, exigia que o aluno
demonstrasse habilidades de lidar com reta, distancias e circunferéncia aliada a uma boa
visualizag&do e conhecimentos basicos de geometria.

Questdo 5

Questdo mais dificil da prova, pois sdo poucos 0s alunos que conseguem visualizar a
quantidade de cubos que ficam pintados.

Questdo 6

Questdo conceitual que ao utilizar o comando demonstre gera dificuldades na
interpretacdo pelo aluno. Entretanto, o aluno que transp0e essa barreira da interpretacéo
desenvolve os itens com facilidade

Avaliacéo geral

A prova contempla todas as habilidades que se espera de um aluno calouro nos cursos
de exatas, ou seja, ler, interpretar, desenvolver e argumentar. Se comparada a prova de
2009, essa estd com uma qualidade superior, exigindo muita interpretacéo e, por isso,
sendo mais dificil.



